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1 Osové kvadratické momenty prafezi

vV

Geometrické charakteristiky pficného prhfezu jsou veliciny, které svym zpti-
sobem charakterizuji pficny prifez a jsou pouzivany hlavné pfi vypoctech
napéti a deformace pro jednotlivé zptisoby namdahani.

Mezi geometrické charakteristiky patfi napfiklad plocha pfi¢ného prifezu,
linedrni momenty a momenty kvadratické. Zajimat nds budou nyni osové kva-
dratické momenty. Ty se pouZivaji napfiklad pfi feSeni napéti a deformace
v ohybu. Jejich definice je

Jy = /Z2dS , rozmér je [m*] , (1)
P

J, = / y*dS , rozmér je [m*] . 2)
(4

Spolu s uvedenymi osovymi kvadratickymi momenty je dobré uvést i polarni
kvadraticky moment, ktery se pouZziva Casto pii feSeni napéti a deformace
v krutu
Jp = /erS , rOzZmeér je [mﬂ , (3)
Y

1.1 Steinerovy véty

Osové kvadratické momenty ve vztazich (1) a (2) jsou vztaZeny k centrdlnim
osam y a z, tzn. k osdm, které prochdazeji tézistém prifezu. Pro praktické vy-
uZiti je Casto potfeba tyto momenty transformovat k posunutym osdm 3’ a 2’
(¢asto jsou to hlavni centralni osy). K tomu se vyuZziva tzv. Steinerovych vét

Jy/ = Jy + 2/28, (4)
Js = J, +y"”S, )

kde 2’ je velikost posunuti y-ové osy a ¢’ je velikost posunuti z-ové osy.



1.2 Resené piiklady

Piiklad 1 Vypoctéte osové kvadratické momenty priitezu obdélniku o rozmérech
stran h a b k osdm y a z podle obrdzku 1.

dz Z

Obrdzek 1: Obdélnikovy pfi¢ny prifez.

S pouzitim vztaht (1) a (2) vypocteme osové kvadratické momenty pro
obdélnikovy priifez ndsledovné.

Jy = /szS, kde dS = bd=.
¥
Integrovanim v mezich od —h/2 do h/2 dostdvame

h/2

37h/2 3 3 3

Jy:/ZdeZ:/ZdeZ:b|:Z—:| :b{h_+h_}:&.

31 8 8 12
" ~h/2

Analogicky pro J, dostdvdme

J, = / y?dS,  kdedS = hdy,

¥
b/2
37b/2 b3 b3 hb3
J.= [ yhdy= | yPhdy=h|L| =h|~+—|="1.
/y Y /y Y l:s}b/z [8+8] 2
P —b/2

Osové kvadratické momenty obdélnikového priifezu jsou

bh3 hb?
— J —

Jy—E a Z—E. (6)



Piiklad 2 Vypoctéte osové kvadratické momenty trojithelnikového priitezu o délkich
odvésen h a bk osdm y a z podle obriazku 2.

Z

¥(2)

b y

Obrdzek 2: Trojahelnikovy pricny prifez.

Abychom byli schopni vyjadrit plosny element dS, podle néhoZ budeme
integrovat, vyjadfime vzdalenost y jako funkci z, tedy y (z) ve tvaru

y(z) =b— %z, plodny element tedy bude dS = (b — %z) dz.

Nyni integrujeme opét podle vztahu (1) v mezich od 0 do h

h h h
Jy = /zzdS:/z2 <b—%z>dz:/22bdz—/z3%dz:
¥ 0 0 0
b
h

Analogicky

37b 47b 3 3 3

Yy h |y b b hb

— h —_ _ — | — :h——h—:—.
{ } LLL 3 4 12

Osové kvadratické momenty trojahelnikového prifezu jsou tedy

bh3 hb?
. J —

2 = 7
=15 2 12 )



Piiklad 3 Vypoctéte osové kvadratické momenty obdélnikového priitezu o délkich
stran h a b k posunutym osdm y a z podle obrdzku 3.
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Obrdzek 3: Obdélnikovy pficny prifez a dva soufadné systémy.

Pro vypocet osovych kvadratickych momentti k posunutym osam y a z
pouZzijeme jiZ vypoctené momenty z pfikladu 1 a pouZijeme Steinerovy véty
(4) a (5). V ptfikladu 1 jsme vypocetli centralni osové kvadratické momenty

bh? hb?
=1y ST

Posunutim os o vzdalenosti 7/2 proti sméru osy z a b/2 proti sméru osy y
(viz. obrazek 3) dojde k transformaci osovych kvadratickych momentt podle
Steinerovych vét

bh3 R\ 2 bR bR bR3

J, = J.+2°S —12+< 2)5 TR 2
hb? b\ 2 Y

frnd 12 = — _— = — _— = —
JZ—JZT+yS—12+(2)S TR =

Porovnanim vysledki pfed a po posunuti je zfejmé, Ze osové kvadratické
momenty k centrdlnim osam maji mensi hodnotu neZ stejné momenty k osdm
posunutym. To je ostatné zfejmé z pohledu na samé Steinerovy véty. JelikoZ
jsou &leny 2*S a y'*S v (4) a (5) vzdy kladné, musi byt kvadraticky moment ke
kterékoliv posunuté ose vétsi nez moment k ose centralni.



Ptiklad 4 Vypoctéte polirni a osové kvadratické momenty kruhového priitezu o po-
lomeéru R k centrdlnim osdm y a z podle obrizku 4.

<

R dr

Obrdzek 4: Kruhovy pfi¢ny prifez.
Pro vypocet polarniho kvadratického momentu pouZijeme definici (3), tedy

Jp = / r?dS, plogny element bude dS = 27rdr, tedy

Y
R

R
3 1
Jp = /7’227rrdr = 27T/7”2d7“ =27 [%} = ﬁ (8)
/ 0
Z Pythagorovy véty vSak plyne r? = y* + 22, tudiz

Jp = /erS = / (y2—|—z2) ds = /gde—l— /deS =J, + Jy. )

Y ¥ Y ¥

JelikoZ je kruhovy priifez symetricky vii¢i osdm y a z, budou osové kvadra-
tické momenty stejné. MtiZzeme tedy napsat J, = J, a podle (9) bude

1
Jy+JZ:Jp:>Jy:§Jp.

S pouzitim vysledku (8) dostdvame hodnoty osovych kvadratickym mo-
mentt kruhového priafezu



Piiklad 5 Vypoctéte osové kvadratické momenty priivezu L-profilu k osdm y a z
podle obrizku 5.

b,

Obrdzek 5: Pficny prafez L-profilu.
Regeni piikladu zatneme rozdélenim piiéného prifezu L-profilu na dva
obdélnikové priifezy, které ozna¢ime ¢isly 1 a 2 podle obrdzku 6. Nasledné

vypoéteme centralni osové kvadratické momenty pro kazdou ¢ast zvIast.

b,

%)

{1 y

Obrdzek 6: Pficny prifez L-profilu rozdéleny na dveé ¢asti.

Vyuzijeme-li vysledkt (6) ziskanych z pfikladu 1 pro obdélnikovy priifez,
budou tedy centralni osové kvadratické momenty .J; a .J} pro ¢ast 1

Jl — blhil)) a Jl — h’lb%

—_—. 1
Y 12 N 12 (19



Pro ¢ast oznacenou ¢islem 2 budou centrdlni osové kvadratické momenty
J7 a J? analogicky
ﬂ:j%(h—hf a ﬁ:j%%h—h) (11)
y = a2l 1 : = g2 1)-
Mame tedy vyjadfeny osové kvadratické momenty pro ¢asti 1 a 2. Aby-
chom vypocetli celkové osové kvadratické momenty pro cely pficny prifez
L-profilu, tedy pro osy y a z, musime jednotlivé momenty (10) a (11) transfor-

Y ovoe v

o — Z/SQ a yr = y/SQ
T8+ 9, TS+ S,

Podle Steinerovych vét (4) budeme transformovat vypoctené momenty po-
sunutim vzhledem k osam y a z, tedy posunuti pro ¢ast 1 bude

2
ﬂ:f+£a:i@m+-iﬁL S
y oy 1T 2 + '

1 'Sy \°

Transformace posunutim pro ¢ast 2 bude

2 72 o 2 o i . 3 r Z,SQ 2
Jy/ = Jy + (Z ZT) SQ = 1262 (h2 hl) + |z I S2 P

2 2 / 2 L. / y'S: 1\
Jz’:Jz+(y_yT) SQ:EbQ(h2_h1)+ Yy - SQ'

Nyni staci se¢ist osové kvadratické momenty obou ¢asti a ziskdme centralni
osové kvadratické momenty pro cely L-profil, tedy

Jy=Jy+J5,
J.=JL+ 2.



Ptiklad 6 Vypoctéte centrilni osové kvadratické momenty kruhového priivezu trub-
ky o vnittnim priiméru 2b = 60 mm a vnéjsim priméru 2a = 50mm k osdm y a z
podle obrizku 7.

Obrdzek 7: Pfitny prafez kruhové trubky.
ResSeni problému spoc¢ivd v opétovném rozdéleni celého priiezu na dvé
kruhové ¢asti, jedné o poloméru a (oznac¢ime ¢islem 1) a druhé o praméru b

(oznacime ¢islem 2) tak, jak je naznaceno na obrazku 8.

<

P4 NP4

Obrdzek 8: Pficny prafez kruhové trubky rozdéleny na dvé casti.

S pomoci vysledk ziskanych v pfikladu 4 spocitdme nejprve poldrni kva-
dratické momenty obou ¢ésti, které poté od sebe odecteme, tedy

ma®  wh? o
JP:Jé—Jg:T—TZE—(GQ—bQ)

10



Z osové symetrie plati, ze J, = J, = 3Jp, tedy

Jy=J. =7 (a* = 1?) = 7 (307 - 25) = 215,96 mm’
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Ptiklad 7 Vypoctéte centrilni osové kvadratické momenty priitezu symetrického T-
profilu o rozmérech dle obrizku 9.

hy =20 mm

h; =40 mm

by, =20mm

Yy

Obrdzek 9: Pticny prafez T-profilu.

T-profil je sloZen ze dvou stejnych ¢ésti, oznacime si je opét cisly 1 a 2.
Najdeme nejprve polohu tezisté, ke kterému budeme transformovat momenty
jednotlivych ¢asti. Vzdélenost téZist obou E4sti oznacime 2’ podle obrézku 10.

I=Z=0
T »
2
T 4
y
5 N
|
|
!
|

Obrdzek 10: Piicny prafez T-profilu rozdéleny na dvé stejné ¢asti.

Poloha téZisté tedy ur¢ime

28, 30-800 24000
S+ S, 8004800 1600

27 = 15mm.
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Nyni spocteme jednotlivé centrdlni osové kvadratické momenty pro obé
dvé casti T-profilu. Centralni osové kvadratické momenty pro prvni ¢ast jsou

<

1
Ty = gkt
= Lp

127

z

pro ¢ast druhou potom
1
2 _ 3
J, = EbghQ ,
1
JZ = —haby.
1277

z

Nyni provedeme transformaci vypoctenych momentti posunutim vzhle-

Vovoe v

Jy = J,+2%5 = %blhi’ + 2phiby,
T, = J 428 = %hlb:{’ + 2hiby,
Joy = Jl+ 218 = %bmg + (—21)% haby,
JZL = JP4 A8, = %thg + (—z1)° hobs.

Sectenim vypoctenych kvadratickych moment(i obou ¢asti dostaneme cel-
kové centralni osové kvadratické momenty pro cely prafez T-profilu, tedy

1

Jy = J;/ + J; = E (blh? + bgh%) + Z% (hlbl + hgbg) P
1

Jo=JL+ 2 = 5 (R1b} + hab3) + 23 (h1by + habs) .

Po dosazenti ¢iselnych hodnot dostdvdme vyysledné centrdIni osové kva-
dratické momenty

J, = 493333 mm?*,
J, = 493333 mm* .

Jiz dfive jsme si mohli vSimnout, Ze ze symetrie plyne

J.=J,.

13



Ptiklad 8 Vypoctéte centrilni osové kvadratické momenty priivezu dle obriazku 11.

by

Obrdzek 11: P¥icny prifez.

Profil o vySce hy, = 45 mm je rozdélime na dva zdkladni geometrické utvary
— ¢tverec o rozmérech stran b; = h; = 30 mm a pravothly trojihelnik o délkach
odvésen b; = 30mm a hy — h; = 15mm podle obrdazku 12. Pomoci zndmych
poloh t&zist Ty a Ty uréime polohu tezisté T celého prafezu.

Z

Y2

') Tl hl

N 31

b, y

Obrdzek 12: Pficny prifez rozdéleny na dvé casti.

Vovoe

Oznacéme y, vzdalenost tézisté Ty od osy y a z; od osy z, analogicky oznaci-

Vowvoe v

T vypocteme podle vztahti
yT — Zg 7 2T = Z; 7 (12)
kde S je celkova plocha prtifezu profilu. Podle (12) bude

Y151 + yaSo Bbihy + %M

y —= —_=
' S+ S, by + D)
h (ha—h1) ) bu(ha—hi)
2151 + 2259 501y + (hl 23 : ) : 22 :
Z p— pum— .
T Sl ‘|’ SQ blhl + —bl(hé_hl)

14



Vvt

~ 13500 + 2250 15750

YT 7900+ 225 1125
13500+ 7875 15750

Zr = = =19mm.

900 + 225 1125

= 14 mm,

yr A<
3
ﬁ%
T |
. =
} , 2
2
7 T 2 y
, T 2T
31 1

Obrdzek 13: Pfitny prafez rozdéleny na dveé ¢asti.

Dostali jsme tedy novy soufadny systém (obrdzek 13). Nyni vypocteme
osové kvadratické momenty pro ¢ést 1 a 2, které ndsledné transformujeme po-

N2 %

1
Jy = Ji= g5l = 67500 mm,
1 1
J2 = by (hy—hy)® + —b3 (hy — hy) = 30937,5mm*,
12 18
1 1
J? = Ebi’ (hy — hy) + 1—861 (hy — h1)® = 39375 mm* .

Nyni provedeme transformaci posunutim k novym osdm pomoci Steinero-
vych vét

Tl = Jp+2°Sy = 67500 + 4% - 900 = 81900 mm*,
JL = Jl44/%5 = 67500 + 1% - 900 = 68400 mm*,
JL = J2+2,°S, = 309375 + 16 - 225 = 88537,5mm”,

J2 = JP4yh?S, = 39375 442 . 225 = 42975 mm* .
Centralni osové kvadratické momenty pro prifez profilu tedy budou

Jy = Jy+Jy = 81900 + 88537,5 = 170437,5 mm*,
J. = JL+ J2 =68400 + 42975 = 111375 mm* .

15



Ptiklad 9 Vypoctéte centrilni osové kvadratické momenty priifezu symetrického
trojiihelnikového profilu s drazkou dle obrizku 14.

hy =45mm
b, =40mm
h,= 8mm
hl b2: 10mm

|
\
|
\
|
\
|
\

by
bl

Obrdzek 14: Pri¢ny prafez trojihelnikovym profilem s drazkou.

Opét zacneme urcenim polohy tezisté celého profilu. Profil rozdélime na
tfi ¢asti — dva pravouhlé trojuhelniky a obdélnik. Ozna¢ime z; = 2z, svislou

Vv

polohu tézisté T; a T, trojahelnik(i vzhledem k soufadnému systému podle

Vovoe v

<

Yy

Obrdzek 15: Pri¢ny prafez rozdélenym trojihelnikovym profilem.

Tézisté Ty a T, leZi v jedné tfetiné vysky trojahelnikd, tedy z; = 15mm.

Vv

2157 — 29,59 15-900 — 4 - 80
27 = = = 16 mm.

S1 — 59 820

Wovoe

Ze symetrie plyne, Ze y-ova poloha tézisté T je rovna nule, tedy yr = 0 mm.
Nyni spocteme osové kvadratické momenty vSech ¢asti profilu. Kvili symetrii

16



budou u trojiihelnikti momenty .J; a .J; stejné velké. Dostavame

1 b 1

1 _ 2 _ P33 T o043 _ 4
J, = J, G 2h1 1220 45° = 151875 mm”~,
1 /b\° 1
Jb= PP=— (=) hy=-—20%45= 30000 mm*.
: : 12(2) 1T 1 H

Nyni spocitdme osové kvadratické momenty pro oblast 3 obdélniku, tedy

1 1
Jy = 1262h2 1210 8 426,7mm",
1 1
3 = — 3 = —5 - 1 3 = 4 .
J? 12h262 128 0% = 666,7 mm

Nyni mame vypocteny osové kvadratické momenty pro celou trojihelni-
kovou a obdélnikovou ¢ast. Abychom vypocetli celkové centrdlni osové kva-
dratické momenty celého prifezu profilu, provedeme transformaci posunutim
pomoci Steinerovych vét a momenty jednotlivych ¢éasti sec¢teme, tedy

Ty o= J%=Jl 4218, = 151875 + 16% - 450 = 267075 mm*,
JL = J2 = J 4428 = 30000 + 0% - 450 = 30000 mm*,
Jh = Jo+ 2355 = 426,7+ 127 - 80 = 11946,7 mm",

J3 = JP 4428 =666,7 + 0%-80 = 666,7mm".

Vysledné centrdlni osové kvadratické momenty pro trojihelnikovy profil
s obdélnikovou drazkou jsou

Jy = Jy+Jy —J) = 267075+ 267075 — 11946,7 = 522203,3 mm",
J. = JL+J% — J% = 30000+ 30000 — 666,7 = 59333,3 mm* .
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Ptiklad 10 Vypoctéte centrilni osové kvadratické momenty priitezu dle obrdzku 16.

a=25mm
b =27 mm
c =17 mm

d= 8 mm

p €= 8 mm

Obrdzek 16: P¥i¢ny prafez profilem.

Priifez profilu si rozdélime na dva obdélniky a jeden trojahelnik. Ozna¢ime
si polohu jejich teZist y; a z;, kde index i znadi jednotlivé oblasti 1, 2 a 3. Po-

moci téchto poloh si vypocteme polohu hlavniho tézisté T, tedy yr a 27 podle
obrazku 17.

rs) T3

N\
< \ 1
V1 3 23

3 y

Y3

P

Obrdzek 17: Pri¢ny prufez rozdéleny na tfi zakladni ¢ésti.

Ze zadanych rozmérii profilu snadno ur¢ime polohy tézist jednotlivych
¢asti viici poc¢atku soufadného systému, tedy

y1 = S8mm ; z; = 13,5mm,
Yo = 4dmm ; 7o = 22mm,
ys = 19mm ; z3=9mm.

N2

Nyni mtiZeme pfistoupit k vypoctu téZisté celého priizezu. Opét vyuZijeme

18



vztahu (12), tedy

yl'Sl—yg'SQ+y3'Sg 8-432—-4-80+19-121,5

= = — 11 5 3
yr S, — Sy + S 432 — 80 + 121.5 e
21‘81—22'S2+23‘53 13,5432—2280—|—9121,5 10.9
Z —= = = mi.
T Sy — Sy + Ss 432 — 80 + 1215 ’

Vovoe v

systém (Cervené na obrazku 18). Nyni pfistoupime k vypoctu osovych kva-
dratickym momentti jednotlivych ¢asti profilu. Pro obdélnikové ¢asti budeme
pocitat momenty k centrdlnim osdm, pro trojahelnik potom momenty podle
definice (7), tedy

Z
Y2
1
1 2 5
22 |4 T,
T y
B 23
3
Y3

Vv

Obrdzek 18: Vzdélenosti mezi t&Zisti.

J, = 1—12(d+ )b’ = 1—1216 - 27° = 26244 mm*,

JI = 1—12(d+ e)’b = %163 .27 = 9216 mm*,

Jo = 1—12(b —c)¥d = 1—12103 -8 = 666,7mm*,

J2 = 1—12(1) —co)d® = 1—1210 -8 = 426,7mm*,

Jy = 1—12(a —d—e)b’ = 1—129 -27% = 14762,25 mm*,
1 1

JP = E(a —d—e)’h = EQS - 27 = 1640,25 mm* .
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Nyni provedeme transformaci posunutim vzhledem k centralnimu soufadnému
systému celého prafezu. PouZijeme pfi tom Steinerovy véty, tedy
JL = I 4218 = 26244 + (2,6)” - 432 = 29164,32 mm*
JL = L 4475 = 9216+ (3,5) - 432 = 14508 mm*,
JL = J2+ 23S, =666,7+ (11,1)* - 80 = 10523,5 mm*,
J2 = L2428, =426,7+ (7,5)% - 80 = 4926,7 mm*,
Jh = J°+ 23S = 14762,25 + (10,9)” - 121,5 = 29197,7 mm*,
J5 = %4438 =1640,25 + (—4,5)° - 121,5 = 4100,6 mm* .

Pro ziskani celkovych centralnich osovych kvadratickych momentt profilu
sta¢i nyni poscitat vypoctené transformované momenty, tedy

Jy = Jy—Jy 4 J) =29164,32 — 10523,5 4 29197,7 = 47838,5mm",
J. = JL—J%+J3 =14508 — 4926,7 + 4100,6 = 13681,9mm*.
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